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P,
wierzcholek kata @i e

Q) katy wypukle /

kat zerowy kat ostry kat prosty

\<\ b) kat wklesly
kat rozwarty kat pélpeiny kat petny )

>

KATY PRZYLEGLE I KATY WIERZCHOLKOWE

A 0 B
|¥AOC| + |¥COB| = 180° |¥ AOB| = |¥ COD)|

DWIE PROSTE ROWNOLEGLE PRZECIETE TRZECIA PROSTA

Katy odpowiadajace rowne:
¥1=%5 ¥4=48
¥2=9%6 ¥3=4%7
Katy naprzemianlegle rowne:
¥1=%7 ¥4=4%6
¥2=3%8 ¥3=4%5




OKRAG I KOLO

0(0; r) —okrag o $rodku O i promieniu dlugosci r
k(O; r) - kolo o $rodku O i promieniu dhugosci r
o(0; r) c KO; r)

Jesli |OX|=r to X € 0(0; r)
Jesli |OX|<r to X e KO:p)
Jesli [OX]>r to X g KO;r)
gdzie: O - staly punkt plaszczyzny
X — dowolny punkt plaszczyzny
r — liczba stata wigksza od zero (r > 0)

OX - promien okrggu (kota), |OX|=r

AB - $rednica okrggu (kota), O €AB, |AB|=2r
CD - cigciwa okrggu (kota), |CD| <|AB|

! —sieczna, Eel i Fel, E#F

b) c)
. ¥B A =] :

Wycinek kota Odcinek kola Pierécien

KATY W KOLE

¥ ACB - kat wpisany

¥ AOB - kat §rodkowy

Katy ACB i AOB oparte sg na tym samym tuku AMB
|¥AOB| = 2/3 ACB|

Jesli [¥ACB|=a to [¥AOB| = 2a




Katy wpisane oparte na tym samym tuku
|¥ACB| = |¥AC'B| = |¥AC"B| = |3 AC"B|

c)
N Kat wpisany oparty na pétokregu
A %) B |¥ACB| =90°

TROJIKAT

Wielokat o trzech bokach nazywamy trojkatem.
Sposob oznaczania trojkata o wierzchotkach
A, B, C pokazuje rysunek.

Z odcinkéw o dlugosciach a, b, c moina zbudowaé
trojkat tylko wtedy, gdy speliony jest warunck:

la-bl<c<a+b A |b-cl<a<b+c A |c—gl<b<c+a -

Katy wewngtrzne i katy zewnetrzne tréjkata

Katy trojkata: ¥BAC , $CBA , ¥ACB o miarach a, B, y nazywamy katami wewngtrzny-
mi tréjkata (rys.4.9.9).

W kazdym tréjkacie suma miar katow rowna sig 180%: o+ B +v =180

Kat o mierze 5 nazywamy katem zewnetrznym przylegtym do kata o mierze p (rys.4.9.9).
B+6=180° d=a+y

—




Miara kazdego kata zewnetrznego réwna si¢ sumie miar dwéch katéw wewnetrznych do nie-
go nieprzyleghych. '
WYSOKOSC TROIKATA

Wysokoscia trojkata nazywamy odcinek, ktorego
jednym koncem jest wierzcholek trojkata, a dru-
gim rzut prostokatny tego wierzchotka na prostg
wyznaczong przez pozostate wierzchotki trojkata.
Wysokosci: CD, AE, BF

Kazdy trojkat ma trzy wysokosci.

Proste, w ktorych zawieraja si¢ wysokosci, przeci-
naja si¢ w jednym punkcie.
‘—

SRODKOWA TROJKATA

Srodkowa trdjica‘t‘a nazywamy odcinek lgczacy wierzcholek trojkata ze srodkiem przeciw-
leglego boku.

C Srudkowe trojkata preecinajg sig w jednym punkcie
zwanym Srodkiem cigzkosci trdjkgta, Punkt S
dzieli kazda ze srodkowych na dwie czgéci, z kto-

E D rych odcinek taczacy wierzchotek z punktem S jest:
dwa razy dluzszy od pozostalej czgsci tej srodko-
wej.

Jedli S jest érodkiem cigzkodci trojkata ABC, to:
A E B |AS| _ |BS| _ |CS| _

|SD| |SE| |SF| _i




SYMETRALNE BOKOW TROJKATA

Symetralng boku tréjkata nazywamy prosta prostopadia do tego boku i przechodzaca przez
jego $rodek.

Symetralne bokow trojkata przecinaja sie w jed-
nym punkcie.

Poniewaz punkt ten nalezy do symetralnej kazde-
go boku frojkata, jest wige réwno oddalony od
| wszystkich wierzchotkow tego trojkata

10 |AQ| = |BO| =|CO|

Punkt przecigcia si¢ symetralnych bokow trojkata
jest srodkiem okrggu opisanego na trojkacie.

A
DHJQ ]
m

R = |AQ| - dlugos¢ promienia okregu opisanego
na trojkqcie

DWUSIECZNE KATOW TROJIKATA

Dwusieczna kata trojkata nazywamy polprosts bedaca wspolna czescig obszaru kata wew-
ngtrznego trojkata i jego osi symetrii.

Dwusieczna kata dzieli kat na dwa katy przystajace. Dwusieczna kata wypuklego, (a takimi sg
wszystkie katy trojkata) jest zbiorem wszystkich punktéw tego kata jednakowo oddalonych

od jego ramion.

Dwusieczne katow przecinaja sie w jednym punk-
cie. Punkt ten jest srodkiem kota wpisanego w
trojkat.

B

r = |0OD| — dlugosé promienia kota wpisanego
w trojkat




TWIERDZENIE O DWUSIECZNE)J]

Dwusieczna kata wewngtrznego trojkata dzieli
bok przeciwlegly na dwa odcinki, ktorych stosu-
nek dhugosci jest réwny stosunkowi dlugosci pozo-

stalych bokow.
AD| _ |AC
|DB| |CB|

ODCINEK LACZACY SRODKI DWOCH BOKOW TROJIKATA

Odcinek taczacy $rodki dwoch bokéw trojkata jest
rownolegly do trzeciego boku i jego dlugosc jest
D E réwna polowie dlugosci trzeciego boku tréjkata.

/ \ DE || AB ; [DE| =~; |AB|

PROMIEN KOLA WPISANEGO W TROJKAT PROSTOKATNY I PROMIEN KOLA
OPISANEGO NA TROJKACIE PROSTOKATNYM

R —dlugosc promienia kola opisanego na tréjkacie
a5 prostokatnym
r — dlugoé¢ promienia kota wpisanego w trojkat
R prostokatny

C b A P a_; — pole trojkata prostokatnego
_a+b+e

g polowa obwodu trojkata




PROMIEN KOLA WPISANEGO W TROJKAT DOWOLNY I PROMIEN KOLtA

OPISANEGO NA TROJKACIE DOWOLNYM

r-E _atb+tc
p 2
2P

F= P - pole trojkata
atb+c pole oyl

R___a-b-r:
4P

__a _ b ¢
2sin o 2sin B 2siny

TROIKAT ROWNOBOCZNY - DLUGOSCI WYSOKOSCI, PROMIENIE KOLA
WPISANEGO I OPISANEGO

|AE| =|CD|=h



CECHY PRZYSTAWANIA TROJIKATOW

Dwa trojkaty sq przystajace: A ABC = A A'B'C' |, gdy:

I cecha przystawania tréjkatow (bbb):
AB=AB'ABC=B'C' ACA=CA’

II cecha przystawania trojkatow (bkb):
AB=AB'ABC=B'C' A¥ABC=5AB'C'
lub
BC =B'C'ACA=CA'A¥BCA=3B'C'A’
lub
CA=CA'AAB=AB' A ¥CAB=4C'A'B'

ITI cecha przystawania trojkatow (kbk):
ABEA-IBI A iCAB E‘;C’A‘BI ﬂ %ABC E?ﬁIBICI

lub
BC =B'C' A¥ABC=3AB'C' A ¥BCA=4B'C'A’
AABC=AABC lub
~= — jest przystajacy CA =CA'A3BCA=4B'C'A' A3CAB =5CAB'

CECHY PODOBIENSTWA TROJKATOW

: I cecha podobienstwa trojkatow:
. |AB| _ |BC| _ |CA :
b |AB” BC| CA

II cecha podobienstwa trojkatow:

|AB] = |BC] A[FABC|=|¥AB'C|
|A'B'| |B'C'|
IBC| _ |CA| e
A R
ol CA A|¥BCA|=|¥B'C'A|
lub
|CA| _ |AB|

Al¥CAB| =3 C'A'B

|CIAI| - |AIB|I

II cecha podobienstwa trojkatow:

BRI S ¥CAB| = [3C'A'B| A [¥ABC| = |3 A'B'C|
w —Jﬂﬂt Fﬂdﬂbﬂ}' ]].Ib
¥ABC| = [¥A'B'C'| A [¥BCA| = [¥B'C'A]
lub

|¥BCA| = |3B'C'A'| A [¥CAB| = | C'A'B'
—




CZWOROKAT WYPUKLY

Wielokat, ktory ma cztery boki nazywamy czwo-
rokatem.

Jezeli wszystkie katy wewngtrzne czworokata sg
katami wypuklymi to czworokat nazywamy wy-
puklym.

Wérod czworokatow wyrdzniamy: kwadraty, pro-
stokaty, rownolegloboki, romby, trapezy, deltoidy.

CZWOROKAT WPISANY W OKRAG

Czworokat mosna wpisat w okrag (na czwo-
rokacie mozna opisaé okrag) wtedy i tylko wtedy,
gdy suma miar jego przeciwleghych katow wew-
netrznych jest rowna 180°.

a+ y=p+5=180°

CZWOROKAT OPISANY NA OKREGU

c C
D
Czworokat wypukly mo#na opisa¢ na okrggu (w
czworokat mozna wpisaé okrag) wtedy i tylko wte-
d 0 b dy, gdy sumy dlugosci przeciwleglych bokow sg
rowne.
r at+c=b+d
A

. u B F



TWIERDZENIE TALESA

Jezeli ramiona kata AOC (rys.4.9.32) przetniemy
dwiema prostymi rownoleglymi k i [ to dhugosci
odcinkow wyznaczonych przez te proste na jed
nym ramieniu kata sa proporcjonalne do dhugosci
odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te
proste na drugim ramieniu.

|OA| _ |OC|

JeSli k|| to ——=—
o) A/ a! I |OB| |OD|

Z twierdzenia Talesa wynikaja trzy waZne proporcje:
|OA| _ |OC| |OA|_ |AB| |OA|_ |AC]

|AB| |CD|’ |OC| |CD|’ |OB| |BD|

TWIERDZENIE ODWROTNE DO TWIERDZENIA TALESA

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa.
Jezeli dwie proste k i/ przecinajg jedno ramig kata o wierzchotku O w punktach A 1 B, a drugie
rami¢ w punktach C i D i wyznaczajq na ramionach kata odcinki OA 1 OB proporcjonalne do
odcinkéw OC i OD to proste k i/ sa rownolegle (rys.4.9.32)

TWIERDZENIE SINUSOW

a _ b c

= = =2R
sinoc  sinf  siny




TWIERDZENIE KOSINUSOW

a=b"+c*—2bccosa
B =da + ¢ - 2ac cos p
=d*+b'-2abcosy

o T .

Mrdzemewl’itaﬁnraﬂa jﬁfmzegﬁﬁ»ym przmﬂkiem%mrd:eniamﬁnusﬂw
(@ays 90° mamy: ¢ —a’tbl)

POLA, OBWODY I INNE ZWIAZKI MIAROWE FIGUR PLASKICH

Oznaczenia:

P — pole figury , Ob - obwad figury,

a, b, c,... — dlugosci bokow , d - dhugosc przekame;j,

h — dlugosé wysokosei , a, B, ¥, ... — miary katéw miedzy bokami

_ah o+ f+y=180°
‘P_? h=bsiny
; 2P
absiny =
P= 2 4 a+h+c
P_{a+ b+¢c)r _ abe
a2 4P
P=a-b-c R= fl' _
4R 2sino
Tréjkat P=\p(p—a)Xp-b)p-c) =2 =
! Ob=a+b+c 2sinf
EE |ayby = ayly | ¢
12Tk Bron Asin 'y
F=_| | _at+b+c
2m-xn »-n P=—
= ' g ] EL{JF:—X:-)':—M]:
Alcyy) @ Blxays) P:-z-t.tz ya 1| = [ay, @3]
. Pl b= [xs-x,,3-1)=
| =[b, b1] 4



Kwadrat

|AC| = |BD|

d=+Ja? + B2

D C
p pod |AC| = |BD)|
2 a =£ Ob = da AC L BD
2 d=av2

P=ah

P = ghsin o




Ob=a+b+c+d

Trapezrdéwno-
ramienny

Pole wielokgta
foremnego o n
bokach
wpisanego w
okrag

Pole wielokata

foremnego o n

bokach
opisancgo na
okrggu

Kolo

O

P {a+ b)-h
c 2
P =cla- ccoso)sina

P= %m-z sin —350

|
= —nar
P=p.r
o

Obh=a+b+2c

Ob=nma

b =na

Ob = 2nr

wielokata

= sino

X = coso
h=a—2ccoso
e
a-b
2
|AC| = [BDj

xr=

n = liczba bokow
wiclokata

n - liczba bokdw

2p=na

OA| = [OB| =~
|AB| =2




